12-ЛЕКЦИЯ. Автономды жүйелердің қасиеттері.
Лекция мақсаты:  Автономды жүйелердің шешімдерінің қасиеттерімен таныстыру. Траектория түрлерімен таныстыру.
Негізгі сөздер:  автономды жүйе, траектория, фазалық кеңістік, тыныштық нүктесі.
Қысқаша мазмұны
Автономды жүйелердің қасиеттері 
1.1. Егер дифференциалдық теңдеулер жүйесіне тәуелсіз айнымалы айқын түрде енбесе, онда оны автономды жүйе деп атайды. Оның қалыпты түрі былай жазылады:


ал векторлық түрде қысқаша былай жазылады:

						(1)


Мұндағы,  векторы кейбір  облысында үздіксіз және осы облыстың шектелген тұйық бөлігінде Липшиц шартын қанағаттандыратын функция деп есептелінеді. 
Жалпы, кез келген автономды емес қалыпты жүйені қосымша белгілеу енгізу арқылы автономды жүйеге келтіруге болады. 
Мысалы, 



жүйесі үшін  белгілеуін енгізсек, онда 


түріндегі автономды жүйе аламыз. Бұл жүйенің белгісіз функциялар саны бірге өсті. Жалпы, жүйенің өлшемінің өсуі ұтымсыз жағдай болып есептелінеді.
Автономды жүйелерді динамикалық, консервативтік жүйелер деп те атайды. Мұндай жүйелерді зерттеудің өзіндік ерекшеліктері бар. 





Автономды жүйенің кез келген  шешімі -кеңістігінде кейбір қисықты айқындайды. Бұл қисықты , нүктелер жиыны деп қарастыруға болады. Осы қисықты берілген жүйенің фазалық траекториясы (қысқаша, траектория) деп атайды. Ал осы траекториялар орналасқан  кеңістігін автономды жүйенің фазалық кеңістігі деп атайды. Фазалық кеңістік  болғанда фазалық жазықтыққа айналады. 






Автономды (1) жүйенің  шешіміне сәйкес интегралдық қисық  - өлшемді  кеңістігінде жатады. Ол қисық  нүктелердің жиыны. Сондықтан, (1) жүйенің  шешімінің траекториясы сол шешімге сәйкес интегралдық қисықтың  кеңістігіне түсірілген көлеңі (проекциясы) болып табылады.

Әрбір дифференциалдық теңдеу берілген облыста векторлар өрісін айқындайды. Осы өрістің кейбір нүктелерінде  векторы нөлге тең болса, ондай нүктелерді ерекше нүктелер деп, ал нөлге тең болмайтын нүктелерді регулярлық нүктелер деп атайды. 

1.2. Автономды жүйенің кейбір қасиеттеріне тоқталайық.




 Егер  векторы (1) жүйенің шешімі болса, онда кез келген тұрақты -саны үшін  векторы да сол жүйенің шешімі болады.


Шынында да, егер (1) жүйеде -ның орнына -ны қойсақ, жүйе өзгермейді:






Мұнда, егер  шешімі кейбір  аралығында анықталса, онда  шешімі  аралығында анықталады. 

 Екі фазалық траекториялардың ортақ нүктелері болмайды, ал болған жағдайда олар бір траетория болып есептелінеді.





Шынында да, айталық, - сәйкес  және  шешімдерінің траекториялары болсын және олардың ортақ  нүктесі болсын, яғни .







Енді  векторын қарастырайық. Бұл вектор -қасиет бойынша (1) жүйенің шешімі болады  және . Шешімнің жалғыздығы бойынша бұл екі шешім бір шешім: . Бұдан  және  траекторияларының бір екенін көреміз. 

Анықтама-1. -нүктесі автономды (1) жүйенің теңбе-теңдік қалпы немесе тыныштық нүктесі деп аталынады, егер





 Егер -нүктесі жүйенің теңбе-теңдік қалпы болса, онда  фазалық траектория болады және ол траектория бір нүктеден тұрады.

Шынында да, бұл жағдайда  шешім болады:



 Тынықтық нүктесінен басқа фазалық траекториялар тегіс қисық болады, яғни олардың әрбір нүктесіне жүргізілген жанама вектор анықталған болады.







Шынында да, егер  жүйенің шешімі болса, онда  нүктесіндегі жанама вектор -ға тең. Ал ол -ға тең және . (Егер  болса, онда -нүктесі тыныштық нүктеге айналған болар еді).

 Автономды жүйенің шешімдері топтық қасиетті қанағаттандырады.

Айталық, бастапқы Коши есебін қанағаттандыратын шешім болсын:


Осы шешім үшін мынандай қатынастар орындалады:


Дәлелдеуі. Төмендегідей екі вектор-функция құрайық:




Бұлардың екеуі де -қасиет бойынша (1) жүйенің шешімдері болады. Егер  деп алсақ, онда




яғни . Шешімнің жалғыздығы бойынша . Осыдан 




Осы сияқты  және  функцияларын 


түрінде алсақ, онда 


теңдігін аламыз, яғни қасиетте келтірілген екі теңдіктің де орындалатынын көреміз.


 Егер  шешімінің фазалық траекториясы тегіс тұйық қисық болса, онда шешім периодты болады.







Дәлелдеуі.  шешімінің тұйық траекториясын -деп белгілейік. Шешімнің периодты екенін көрсетейік. Траектория бойынан кейбір  нүктесін алайық. -қасиет бойынша  деп алуға болады. -тұйық қисығының ұзындығын -деп белгілейік. Дифференциалдық геометриядан белгілі, доға ұзындығы былай есептелінеді:






-тұйық шектелген көптік болғандықтан және осы  бойында  шарты орындалғандықтан, кейбір  сандары үшін


теңсіздіктері орындалады.




Айталық,  доғасы  қисығының бір бөлігі болсын: . Ол доғаның ұзындығы  былай анықталады:


Осыдан 


, егер  болса.
























Мұнда  функциясы монотонды өсетін функция және ол шексіздікке ұмтылады, өйткені . Сондықтан, тек жалғыз ғана  саны табылады және сол сан үшін  теңдігі орындалады. Осыдан , яғни  саны  шешімінің ең кіші периоды болғаны. Кері жағдайда, яғни  болғанда -доғасы -қисығының бір бөлігі ретінде, оның ұзындығы -ден кіші болар еді. Ал дәлелдегеніміз бойынша . Сонымен, периодтылықтың қажетті және жеткілікті шарты:  орындалғандықтан,  функциясы  периодты шешім болады, яғни . Егер соңғы теңдіктегі -ның орнына -ны қойсақ, онда  теңдігін аламыз. Бұдан шығатын қорытынды: егер шешімнің периоды  болса, онда  саны да сол шешімнің периоды болады. Жалпы, кез келген бүтін  саны үшін -саны период болады .
Сонымен, жоғарыда келтірілген қасиеттерді қорытындылай келе мынандай тұжырым аламыз.
Теорема-1. Автономды жүйенің фазалық траекториясы төмендегідей үш түрлі болады:
1) теңбе-теңдік қалып – нүкте;
2) өзін-өзі қимайтын тегіс қисық;
3) тұйық тегіс қисық - цикл.
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